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1. Einfiihrung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie bezeichnet der Hazardrate die Neigung eines Systems oder
Bauteils in naher Zukunft auszufallen, wenn es bis zu dieser Zeit iiberlebt hat.

Der bearbeitete Text ,A monotonicity in reversible markov chains” von Robert Lund, Ying
Zhao und Peter C. Kiessler identifiziert eine fallende Hazardrate entlang der geraden Indizes
(engl. ,decreasing hazard rate” (DHR)) in allen reversiblen Markovketten mit abzahlbaren
Zustandsrdaumen. Diese Eigenschaft wird dann genutzt, um Konvergenzraten fiir reversible
Markovketten herzuleiten.Diese Eigenschaft der fallenden Hazardrate scheint schwacher als
die der klassischen stochastische Monotonie, jedoch gilt diese Eigenschaft fiir alle Zustinde
reversibler Markovkette, wahrend nicht alle reversiblen Markovketten auch stochastisch
monoton sind.

Die vorliegende Seminarausarbeitung beschaftigt sich mit den Kapiteln 1-3 sowie mit dem
Beweis des in Kapitel 3 aufgefiihrten Theorems, welcher in Kapitel 6 der urspriinglichen
Arbeit vorgestellt wird. Es wird also gezeigt, dass die erste Riickkehrzeit eines jeden
Zustandes einer reversiblen Markovkette mit abzahlbaren Zustandsraum die DHR-
Eigenschaft zu geraden Zeitpunkten besitzt. Dies wird zunachst fiir endliche Zustandsraume
bewiesen und dann mittels Stutzung auf abzdhlbare Zustandsraume erweitert.

Der folgende Teil der Seminarausarbeitung ist wie folgt angeordnet. Zunadchst werden
grundlegende Notationen und Eigenschaften aus der Erneuerungstheorie sowie der Theorie
diskreter Zufallsvariablen in Kapitel 2 dargestellt, die DHR Eigenschaft in Kapitel 3 prasentiert
und in Kapitel 4 das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit bewiesen.




2. Notationen

Sei {7 ;}{2, eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen (Lebenszeiten) mit
Zustandsraum {1,2, ... }. Sei T eine Zufallsvariable mit identischer Verteilung wie t,, fiirn > 1.
Sei f;, = P[t = k] fiir k > 1 die Zahldichte und sei F,, = P[t > k]fiir k > 0 die komplementire
Verteilungsfunktion. Sei S,, =7, + 7, + 73+...+7,,n = 1 die Gesamtlebensdauer der
ersten n Zufallsvariablen, mit S, = 0 und sei die (unverzogerte) Wahrscheinlichkeit eines
Austausches zur Zeit n geben durch:

Uy = Xp=o P[Sk=n] ,n=1
Dabei ist P[S), = n] die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Elemente bis genau dem Zeitpunkt n
leben (und u,, somit die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalles (und damit Austausches) zurzeit

n ). Wir setzen dabei u, = 1.

Eine bekannte elementare Rekurrenzgleichung lautet:

n
w, = kaun_k n>1 2.1)
k=1

Heuristisch ist dabei f;, dabei die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalles (und damit Austausches)
eines einzelnen Bauteiles, nachdem es k Zeiten gelebt hat und u,,_;, die Wahrscheinlichkeit
eines Ausfalles zur Zeit n — k, wihrend die Summe dann alle méglichen dieser Kombination

nach einer Zeit n angibt.

Flr den Grenzwert gilt: lim,,_,, u, = ﬁ =: Uy, (Feller (1968, p.313)) wennt
k=1"Jk

aperiodisch (setze u,, = c0 wenn E|[t] = 00).

Gleichung (2.1) kann man in folgender Form darstellen:

n
Fo= ) ey =) Fye n 2 1 (2.2)
k=1

welche spiter des Ofteren von Nutzen sein wird.

Beweis:
n
Un = zngkun—k
k=1
n-1
<:_> Up = fn + Z fkun—k
'Ll.o—l
k=1

n

n-1 n-1
S Wn = 1_ka+2fkun—k —1+ka
umme+1
k=1 k=1

k=1
n—-1 n-1
<—_:> Fn tu, = 1 _ka +kaun—k
Fy=1-Fy,
k=1 k=1




'Ll.0=1

n-1 n-1
— Fn +un =Ug — (ka - kaun—k)
k=1 k=1

© Ftu, =ug— (Uefi + -+ upfno1 —Usfn-1— " — Un_1f1)
A Fn +up =ug — ((Upfy + -+ Upfpo1 —Usfi — = Up_1fn1) + (Uafi + -+ U frn —Usfy
-t qun_z) +-t (un_zfl - un—lfl))
n—1 n—2 1

e FB+u, =u0_(uo_ul)ka_(ul_uz)ka_"'_(un—z_un—l)ka
i k=1
n—1 n-2

And Fn+un =(u0_u1) 1_ka _(ul_uZ) I_ka -
k=1 k=1

1
- (un—Z - un—l) 1- Z fk +Un—
k=1

n—1 n—k
o F4u, =u, + Z(uk_1 —u)|1- Zfi
k=1 i=1

n—k

0 n—1
= Fo= (o —w)+ ) A=)+ ) (@ —w) 1= f, ]
i=1 k=1

—up
i=1

And Fn = Z;clzl((uk_l — Uy) (1 - Z:l;lkfl))

lg? E, = Z;cl=1(uk_1 — Uy) Fack w

Definition 2.1 Die Hazardrate h; von 7 zum Index i wird wie folgt definiert:
h; = Pt =i|t = i]wenn P[t > i] > 0ist,sonst h; =0, i =12, ... .

Wir sagen, , T hat eine fallende Hazardrate (DHR)“, wenn h; nicht steigend in i ist.
Wir nennen die Folge der Erneuerungszeitpunkte {u ,}-, DHR oder log-konvex, wenn gilt:

2
un+1sunun+2r n=0.

Korollar 2.2 Es gilt, dass T DHR ist, genau dann, wenn die folgende Log-Konvex-Beziehung
gilt:

Fr%+1 < FnFn+2 ,nm=0 (2'3)




Beweis:
SeienP[t>n+1] >0und P[t =>n+ 2] > 0.

hps1 = hpyo I(E)- Plt=n+1t=2n+1]= Plt=n+2|t =n+2]

Plt=n+1] Plt=n+2]
= >
pef. P[t=n+1] ~ Plt=>n+ 2]

Plt=n+1] Plt =n+ 2]
> =
Aufspalten P[t=n+ 1]+ Plt>n+1] " Plt=n+2]+Plt>n+ 2]

S Plt=n+1](Pl[t=n+2]+Plt>n+2)])
>Plt=n+2](Plt=n+1]+Plt>n+1)])

© Plt=n+1]P[t>n+2] =Pltr=n+2]Plt>n+1]

———" (Pl[t>n]—=Plt>n+ 1Pt >n+ 2]
> (Plt>n+1]—Plt>n+2]) Plt>n+1]

& Pltr>n]Pltr>n+2]=>Pltr>n+1] Pt >n+1] ﬁ_FnFnJ,ZZF,fH n
efJ.

Definition 2.2.

Seinun X = (X,: (Q, A, P) - ({1,2, ...}, 2{42-})) eine ergodische (irreduzibel, aperiodisch,
positiv rekurrent) Markovkette mit homogener Ubergangsmatrix P = (pl- j)jc;,:O wobei

pij = P[Xn+1 = jlX, = i] fiir jedes n > 0 sofern die linke Seite erklart ist, d.h. P[X,, = i] >0
gilt.

Ergodische Markovketten haben eine eindeutige stationare Verteilung bzw. Grenzverteilung,
welche mit m bezeichnet wird und unabhdngig vom Anfangszustand X, ist. Es bezeichnet

m; = m({i}) die stationidre Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit der sich die Markovkette im
Zustand i aufhalt.

m; = lim P[X,, = j|X, = ]
n—->oo

Erneuerungsfolgen konnen aus Markovketten konstruiert werden; hierbei kénnen die

Zeitpunkte der Besuche der Markovkette in einem festen Zustand k als

Erneuerungszeitpunkte angesehen werden.

Flr alle Paare von Zustdnden j und k betrachten wir mit

Tix: (A P) >N ,w ~infin 2 1: X, (w) = k|X, = j}

die Ersteintrittzeit in den Zustand k (bzw. Riickkehrzeit j = k).

Im Folgenden werden insbesondere die geraden Riickkehrzeiten von Bedeutung erlangen, die
wir folgenermafien definieren:

e
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Njx: (Q,AP) >N ,w > inf{n = 1: X,,(w) = k|X, = j} (2.4).

Eine Beziehung, die wiederholt in Beweisen des urspriinglichen 4.Kapitels verwendet wird
und hier der Vollstandigkeit halber angegeben werden soll, ist folgende:

Pltee > 1] = 1_[(1 (k) (25)

wobei hy(k) = Pty = it = i] ist.
(2.5) ergibt sich aus:

P[Tk,k > 1]P[Tk,k > 2] "'P[Tk,k > n]
P[Tk,k > O]P[Tk,k > 1] "'P[Tk,k >n— 1]

P[Tk,k > Tl] =

_ P[Tk,k > 1]P[Tk,k > 2] "'P[Tk,k > Tl] _ ﬁ (P[Tk,k > l])
Pl =1 >2]..Pltgx =n]

Pltiy = i

= ﬁ(P[Tk'k =i]+ IIZEZZ Z j — Pltyy = l]) _ H(l —%) = Lll[(l — hy(k))

i=1

Definition 2.3

Eine homogene Markovkette heifdt reversibel, wenn fiir alle Paare von Zustdnden j und k die
lokale Balancegleichung m;p;, = mpy ; gilt, wobei die 7; die Gleichgewichtsverteilung der
homogenen Markovkette ist.

Reversible Markovketten sind z.B. GUT-Prozesse, Irrfahrten, Markovketten mit nur zwei
Zustianden, sowie viele MCMC-generierte Markovketten.

3. Die DHR Monotonieeigenschaft

Das erste Resultat ist eine DHR Monotonie fiir reversible Markovketten mit endlichen
Zustandsraumen:

Theorem 3.1. Sei {X,,};°-, eine reversible ergodische Markovkette mit endlichem
Zustandsraum {0, ..., N }.

1. Die Zufallsvariable 7, (siehe 2.4) hat eine fallende Hazardrate fiir jedes k, d.h.
h, = P[r)k,k =Ny = n] ist nicht steigend in n fiir jedes k.
2. P[X,, = k|X, = k] ist nicht steigend und log-konvex in n fiir jeden Zustand k.

Der Beweis des Theorems 3.1. beruht auf der Spektralzerlegung der Matrix P und wird im
Abschnitt 4 prasentiert. Um den sehr technischen Feinheiten der Spektraltheorie fiir
abzahlbare Matrizen aus dem Weg zu gehen, nutzen wir die Beweistechnik der Stutzung, um

e
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das Theorem 3.1. auf abzahlbare Zustandsraume auszudehnen. Dies soll nun im Detail
vorgestellt werden.

Sei {X, }n-, eine reversible ergodische Markovkette mit Zustandsraum {0,1, ... } und sei M eine
beliebige nattirliche Zahl. Wir stutzen {X,, }5—, auf den Zustandsraum {0, ..., M} in dem wir
Uberginge zu Zustinden, welche gréfRer als M sind, nicht erlauben (z.B. kénnte man im
jeweiligen Zustand bleiben, bei einem urspriinglichen Ubergang aufierhalb von {0, ..., M}).

w .
{X,SM)}FO besitzt die Ubergangsmatrix PM mit p% =p;jwenn0 <i+#j<Mund pfv{ =p;t+

J
Z}OCO=M+1 pi,k fir 0 <i< M.

0
Lemma 3.2. Die Markovkette {X,(IM)} ist reversibel und besitzt die Grenzverteilung:
n=0

T, lim,,_, P[Xn l] /Zlivio ) firimit0 <i <M.

Bewelis:
Esist t™ = lim, ., P[X,SM) = i] =1lim,, o, P[X,, = i|X, € {0, ..., M}] = 7Ti/ZM _ undes
i=0""i

i
o on _ TPy m pji" (M) (M)
i = 9/ = Ji = h s,
gilt m; D Mo, Mo, Dy
Damit ist die Markovkette in lokaler Balance, also reversibel. (heuristisch: Die gestutzte
Markovkette hat als stationare Wahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit das der Prozess
langfristig in i ist unter der Bedingung, dass der Prozess langfristig in {0, ..., M} ist.

Korollar 3.3. Die Aussagen von Theorem 3.1. gelten auch fiir reversible ergodische
Markovkette mit abzdhlbar unendlichem Zustandsraum.

Beweis:

©0

Sei {X,}n—, gegeben und {X,(lM)} die oben definierte gestutzte Markovkette. Aus der
n=0
o0

Reversibilitit von {X,(lM)} und Theorem 3.1. folgt, dass

n=0

(E®Mh2 < EMEM n >0

n+2’

(M) =P

firr jedes feste M, wobei F, [771%) > n] und 17]((”‘;’{) wie in 2.4. definiert ist.

Um Theorem 3.1 fiir {X,,};7=, zu erhalten, ist es ausreichend zu zeigen, dass lim;, F,fM) =F,
fir jedes feste n > 0 gilt.

Weil X; eine ,echte” Zufallsvariable, d.h. P[X] < 00] =1 (X; ist pos. rekurrent), fiir jedes feste j
mit1 < j < nist, gilt:

limy1o P[X; <M, 1<j<n|Xo=k]=1 (™).

Auf der Menge {Xj <M1<j<n } gilt r),(é‘;’c) < n genau dann, wenn auch ;. , < n gilt (*).

e
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Hieraus folgt:
}}&P[n,%) <n|X =k|= lim Pl{nd <n}n{x; <m1<j<n}ix, =k
=. lim P[{mex <n}n{X; <M,1<j<n}|X, =k

= Pl < 1Xo = k|.
4. Beweis des Theorems

Um das Theorem zu beweisen, halten wir zunachst eine Reihe von technischen Aussagen fest.
Lemma 4.1.

Sei {X, }m—, eine reversible ergodische Markovkette mit endlichem Zustandsraum {0, ..., N}.
Dann sind alle Eigenwerte von P? reell und nicht negativ.

Beweis:

Sei T = (m;) die stationare Verteilung der Markovkette und I, die Diagonalmatrix mit den

Eintrdgen m; in der Diagonale und HE/Z (bzw. 1'151/2) die Diagonalmatrizen bestehend aus den
. 1/2 -1/2

Eintragen m;’” (bzw.m; " ).

Aus m;p;; = m;pj; folgt, dass 1P symmetrisch ist. Vor- und Nachmultiplikation einer

symmetrischen Matrix mit einer symmetrischen Matrix erhalt die Symmetrie. Daraus folgt,

dass auch H];l/ZHDPH;/Z = Hé/ZPH];l/Z symmetrisch ist.

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix reell

sind und dass Ahnlichkeitstransformation die Eigenwerte erhilt. Sei A ein Eigenwert von P,

also Px = Ax . Die Nichtnegativitit folgt aus P?x = P(Px) = P(Ax) = A(P(x)) =2?x =

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit seien {4;}_, die Eigenwerte von P, wobei diese
entsprechend ihrem Betrage nach folgendermafden angeordnet seien:

1=2> 422 ==y =0 (41)

Nach Kijima (1997, S.63) existiert zu der symmetrischen Matrix H]1)/2PH51/2 (siehe Beweis
zum Lemma 4.1.) eine Spektralzerlegung der folgenden Art:

NI, = B, 4

wobei die x; die jeweiligen Eigenvektoren zu den 4; sind und {xj} sind orthonormal zu
einander sind (d.h. mit x;x; = §;;).

Sei A eine symmetrische Matrix, dann hat A dieselben Eigenvektoren wie A¥,k > 1 und fiir die
Eigenwerte 1, von A€ gilt 1, = Ak,




oA xx}) =

Damit ist lasst sich folgendes mit Hilfe der Spektralzerlegung darstellen: (Z j=04;

— n —
(ny/?pm;'?)" = ny?prm; 2,
Diese formt man um zu: P* = Y3 4" (M5 /2x) (1) 2x%) = 10¢ + X0, 4™ (5 Y2 x) (11 2 x))*,
wobei 1 die Einheitsmatrix bezeichnet.

Betrachtet man nur die i-te Zeile und Spalte hat man damit:

N
n _ n_.2
p; =1+ Z/lj Xj
j=1

Fiir P2 fiihrt dies also zu:

P[Xy, = k|Xo = k] = m + 2V, B"xfy (4.2)

fir jeden Zustand k, wobei x;  die k-te Komponente des Eigenvektors x; ist.

Nach Kijima (1997, p.63) impliziert (4.2), dass P[X,,, = k|X, = k] von oben monoton gegen
7y konvergiert (da4; € [0,1).

Man kann zudem aber noch folgendes angeben:
Lemma 4.2 Betrachte eine reversible Markovkette {X,, };—, mit Zustandsraum{0, ..., N} sowie
einen festen Zustand k. Sei A,, = Uy ;1) — Uz , WoObei u, = P[X, = k|X, = k] ist. Dann ist

{A,, )~ eine positive, nicht steigende, log-konvexe Folge in n.

Bemerkung zum Lemma 4.2.: Der Originaltext weist an dieser Stelle einen Druckfehler auf
(A = Upno1) — Uz(n—1) StAtt Ay = Upn_1) — Uzp )-

Beweis:

Einsetzen von (4.2) ergibt:

Bn = [+ Zio A7V | = [me+ Zio A7) = B AV (1 - A7) =
= Z?;o A]?(n_l)Wj (43)

wobei w; = (1 — A]?)xf,k nicht negativ ist. Daraus folgt die Positivitit. Fiir die Behauptung des
Nicht-Steigens zeigen wir, dass A, — A, > 0 gilt:

B =By = | 2o 0 Pwy | = [ 20 22w = 2, 2D (1= 22)w; 20

wobei mit selbiger Argumentation wie im ersten Beweisschritt die Behauptung des Nicht-
Steigens bewiesen ist.

Um auch noch die Log-Konvexitat zu erhalten, benutzen wir (4.3) und (4.1) und erhalten:




N N
AZ = Z /12(71 1) Az(n D, /12(n—1)/112(n—1)w w
j=0

1=0
42 Z le(n D, 2(n 1)

{Lj:1<j}

N 2
sz (221 yy 2 4 2 Z Zﬂ" DROD Ly, wg. 2 = 2
=0

] /12
{1,j:1<j}

N _
= Zl (DD w2 +2 Z Z(Ajz)n L mwyw,
=0

{Lj:1<j}

S @ an ez Y Y @)

{Lj:1<j}
N N
= Z(AJZ)H'_ZW] [Z(A%)nwl]
j=0 =0

= A7’L—1An+1 u

Lemma 4.3

Sei die Folge {C;};2, positiv, nicht steigend und log-konvex und die Folge {k, };-o in der Form
(2.2), die rekursiv definiert ist durch

ko =1 fiirn=0

k,= Y, Cky_; firn>1.

Dann folgt, dass ist auch {k, };—, log-konvex ist.

Beweis:

Mitky=1; k; = C;; k, = C2+ C,;k; =0 und aus C, > 0 hat man:
k% — kok, = C2 — (k,C; + Cy) = —C, = k¥—kok, <0

also k? < kyk,.

Ebenso folgt:

koks — kyky = (kG + ki Cy + koC3) — ky,C, = ki Cy + kogC3 =0 (4.5)
Um die Log-Konvexitit zu beweisen, nutzen wir folgende Identitat:

Z(kn—lkn+2 - kn+1kn+1—l)(Cn+ZCl - Cl+ICn+1)

=1

e
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n
= Z(kn—lkn+zcn+zcl - kn+1kn+1—lCn+ZCl - kn—lkn+2Cl+1Cn+1 + kn+1kn+1—lCl+1Cn+1)
=1

kn—lCl+1
1

n
= kn+2 Cn+2

n n
kn—lCl - kn+1 Cn+2 Z kn+1—lCl - kn+2 Cn+1
=1 =

=1 l

n
+ kn+1Cn+1 Z kn+1—lCl+1

=1

Tk kk kn+2Cn+2kn - kn+1Cn+2 (kn+1 + kOCn+1) - kn+ZCn+1( kn+1 + kncl) + kn+1Cn+1(kn+2 -
kn+1cl - kOCn+2)

= (Cnyz + C1Cry1) (knknysr — k721+1) (4.6)

Fir n = 1 erhdlt man in (4.6):

(C5 + C1Cy)(kiks — k%) = (C3C1 - sz)(koks —kyk;) = 0.

Aus (4.5) und der Nichtnegativitit und Log-Konvexitit von C; erhilt man k k5 > k2.
Um den Beweis per vollstandiger Induktion zu vervollstindigen, nehmen wir an, dass:
kpknio = k2, giltfiirallen < p — 2 wobeip > 2.

Setzt mann = p — 1 in (4.6) ein, erhalt man:

(Cpsr + C1Gp) (kp-1kprs — k7)) = Z§j=_11(kp—1—lkp+1 — kpky—1)(Cp41C1 — C141Cp) Wobei

(Cp+1Cl - Cl+1Cp) = 0 wg. der Log-Konvexitdt und Positivitit v und wg. der
Induktionshypothese auch (kp_l_lkp+1 —ky kp_l) nicht negativ (siehe *** und der Bemerkung
4.4.) ist, folgt aus der linken Seite und der Tatsache, dass (Cp+1 + C, Cp) nicht negativ ist, dass
wie benotigt:

kp—lkp+1 = k;% u

n
(%) Z kn1-1C = knCy +kn1C + -+ kG = knyq — koCryq

=1

n
(%) Z knt1-1C41 = knCy + kG + -+ k1 Cryg = kpio = kny1 € — koG

=1

. . k kp- k . c
(***) Nach Induktionsvoraussetzung gilt: 0 < k—l << kp—l < k—p . Nicht Negativitit des
0 p-2 p—1
. . ki kpyr kpo1  kpya
Terms (k,_1-1kp+1 — kpk,—;) ist gleichbedeutend mltk—; < Zp e kz—z Zp :

Bemerkung 4.4.
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Die Aussage, dass die Induktionshypothese auch (kp—l—lkp+1 —ky kp_l) nicht negativ ist nicht
trivial und muss noch gezeigt werden (Dies ist zurzeit noch kein Inhalt dieser Ausarbeitung.)

Beweis von Theorem 3.1:

Sei nun u, = P[X,, = k|X, = k] fiir ein festes k . Aus (2.2): E, = X %_1(ux—1 — ug) Fn_x folgt,
dass:

Pl >n] = Xy (uoy —w)Pmee >n—1]  (4.8).
Aus Lemma 4.2 folgt, dass (u;_, — u;) positiv, nicht steigend und log-konvex in [ ist.
Anwendung von Lemma 4.3 auf (4.8) ergibt die erste Aussage des Theorems.

Um die zweite Aussage des Nicht-Steigens fir P[X,,, = k|X, = k] folgt aus der Positivitit der
in Lemma 4.2 definierten Folge A,,.

Die Log-Konvexitat folgt aus:

N 2 N N 2

Pl = klXo = kP2 = (me+ Y 2h | =m2+ 2me ) 8+ | ) 2,

j=1 j=1 j=1

N
N N
— 2 2n.,.2 2n.,.2 92n.,.2
= m“ + 2my E A x5y + E ol 0/1j XA X g
j=1 /=

N
N
= w2+ 2m ) BE kY MR A2 ) ) BB A
= =0
N

{L.j:1<j}
2 2n.,2 N an 2 g2no2 2\ 1 2 12vn+1,.2
< m 4 2me ) ATx + z A AT Xy + 2 (Aj) X3 (AT gy
j=1 =0 {1,j:1<j}
N N
— n-1
=+ znkZa;nxkarzl OB OB R 42 Y > () TR 0D
=1 =0 L)}
N N
=mZ 4 2m ) Wt ) G GD™
=0
j=1

N
N
* 2 - —
< md 4 m ) (GD O™+ ) DGR
j=1 -

= P[Xz(n+1) = leO == k] P[XZ(TL—I) = kIXO = k] ]

x es gilt: 2x™ < x™" 1 4x" lwg. f(x) =x*—2x+1 =0
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